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Актуальность.

Каждый человек должен уметь самостоятельно решать жизненно важные задачи. В условиях перехода к рыночной экономике особую актуальность приобретает экономическое мышление, обеспечивающее понимание сущности происходящих экономических процессов. Экономика – наука, изучающая поведение участников хозяйственной деятельности. Цель экономики как особой области знания заключается в том, чтобы найти оптимальные способы распределения имеющихся в распоряжении бизнеса ресурсов между альтернативными проектами их использования. Задача выявления оптимальных способов - одна из важнейших в экономике.
Рассмотрим пример. «К жилому дому нужно проложить новый водопровод. Коммунальное хозяйство располагает трубами одного диаметра, но различной длины. Найти наиболее экономически целесообразное решение данной задачи».

На занятиях по экономике, разбирая данную ситуацию, особое внимание уделяется понятию «Экономически целесообразно». В данном случае это означает стремление совершить возможно меньшее число соединений, что обеспечит большую прочность водопровода и наименьшие затраты труда на его прокладку. А вот на существенные факты, которые влияют на прокладку водопровода, такие как: длина водопровода, длины труб, которыми располагает хозяйство; как найти число труб той и другой длины, которое  следует использовать для прокладки водопровода, уходят на задний план. Для выявления оптимального способа решения данной проблемы не возможно обойтись без математики. Возникает необходимость составления математической модели рассматриваемого примера. «К жилому дому нужно проложить новый водопровод длиной 191м. Коммунальное хозяйство располагает трубами одинакового диаметра длиной в 5м и 7м. Сколько нужно тех и других труб, чтобы сделать наименьшее число соединений? Трубы разрезать не рекомендуется».

Пусть 
[image: image3.wmf]x

 – число труб длиной 5м, а 
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– число труб длиной 7м. Тогда математическая модель будет выражена уравнением 
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Следующий этап решения рассматриваемой задачи сводится к решению уравнения 
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. В данном случае я могу попытаться найти значения 
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 только методом подбором, но это может привести к неверному ответу в результате потери корней. 

Проблема.  При решении задач  практического содержания часто приходится сталкиваться с уравнениями, в которых две неизвестные по своему смыслу могут принимать только целочисленные значения. А способы решения, таких уравнений мне не известны.

Цель. Изучить способы решения уравнений в целых числах и научиться применять их при решении задач с экономическим содержанием.

Задачи.
1) Освоить способы решения уравнений в целых числах.
2) Рассмотреть данную математическую модель в экономике на примере решения задач адаптированных к  социально-экономическим реалиям жизни.

Гипотеза. Математика дает людям мощные методы изучения и понимания окружающего мира, методы исследования как теоретических, так и чисто практических проблем.

Методы исследования.

· Сбор информации

· Наблюдение

· Проблемный

· Аналитический 

· Индукции

· Анализа

· Обобщающий
Введение.

	
	«Ни одно человеческое исследование не может называться истинной наукой, если оно не прошло через математические доказательства»

Леонардо да Винчи



XXI век можно назвать веком бурного проникновения математических методов в самые различные науки, в том числе, в экономику. Роль математики прекрасно осознавал Галилей, сказавший: «Философия написана в грандиозной книге – Вселенной, которая открыта нашему пристальному взгляду. Но понять эту книгу может лишь тот, кто научился понимать ее язык и знаки, которыми она изложена. Написана же она на языке математики». Замечательно, что еще Леонардо да Винчи понимал значение и роль математики при изучении природы. Он писал: «никакой достоверности нет в науках там, где нельзя приложить ни одну из математических наук, и в том, что не имеет связи с математикой» Выдающийся академик, экономист Пол Самуэльсон, один из первых лауреатов Нобелевской премии по экономике, говорил, что экономика стала наукой лишь с приходом в неё математических методов. Более того, многие отрасли математики обязаны своим возникновением экономике. 

Во все времена математика имела бесспорное культурное и практическое значение, играла важную роль в научном, техническом и экономическом развитии. Владеющие математикой всегда составляли стратегический ресурс нации. В настоящее время, в связи с возросшей ролью математики, необычайно большое число будущих, экономистов, организаторов современного производства нуждается в серьезной математической подготовке. 

Переводя экономическую, транспортную, управленческую или любую другую задачу на математический язык, современный специалист получает возможность использовать для ее решения все разнообразие и богатство средств математики. Самые разные задачи практического содержания часто приводят к уравнениям, в которых неизвестные по своему смыслу могут принимать только целочисленные значения. Уравнения в целых числах рассматривались еще в глубокой древности. Особенно много ими занимался александрийский математик Диофант, имя которого и носят уравнения в целых числах.
Глава 1. Решение уравнений в целых числах
Решение уравнений в целых или в натуральных числах – одна из наиболее древних задач математической науки, важная и для современной математики. Главной особенностью этих уравнений является наличие в одном уравнении несколько переменных. 

Простейшим примером диофантова уравнения служит линейное уравнение ах + by = с, где а, b, с – целые числа, причем а и b – взаимно просты (не имеют общих делителей, кроме 1) и ни одно из них не равно нулю.

Если c не делится нацело на НОД
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, то уравнение ах + by = с не разрешимо в целых числах. Справедливо и обратное: если в уравнении ах + by = с выполняется деление c на НОД
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, то оно разрешимо в целых числах.

§1 Способы нахождения целых решений линейных диофантовых уравнений с двумя неизвестными 
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Пприменение теоремы о виде общего решения
1 случай, когда с = 0:   ах + by = 0.

Решая это уравнение относительно х, получим 
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Очевидно, что х будет принимать целые значения только в том случае, когда y делится на а без остатка:  y = at;  t 
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В этом случае 
[image: image16.wmf]bt

at

a

b

y

a

b

x

-

=

-

=

-

=

 и мы получим формулы, содержащие все целые решения исходного уравнения x = −bt; y = at; t
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 Z (любое целое число).

2 случай, когда c ≠ 0 . Для нахождения всех целых решений уравнения ах + by = с достаточно знать какое-либо одно решение (пару чисел (
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Пусть
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Такое уравнение уже рассматривалось выше; его целочисленные решения имеют вид   
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откуда
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Итак, если (
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)– какое-нибудь решение уравнения ах + by = с в целых числах, то все его целочисленные решения определяются формулами  
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Чтобы найти решение уравнения ax + by = c  при взаимно-простых а и 
[image: image32.wmf]b

, нужно сначала найти решение
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 уравнения ах + ву = 1; числа 
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 составляют решение уравнения ах + by = с.

Способ нахождения частного решения целочисленного решения уравнения  ах + by = с, с ≠ 0.

Пусть дано уравнение 8х + 13y = 11. Преобразуем отношение коэффициентов при неизвестных 
[image: image35.wmf]13
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следующим образом:
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Дальнейшее преобразование ничего не изменит.  Получили выражение, которое называется конечной цепной дробью или непрерывной дробью. Число 
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 называется последним звеном этой дроби. Отбросим последнее звено и произведем «обратный ход», превратив цепную дробь в простую.
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Запишем разность  
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Очевидное равенство числителей 8⋅5 −13⋅3 =1 умножим на 11 и запишем в виде                  8(5 ⋅11)+13(− 3 ⋅11) = 11. Из сопоставления полученного равенства с уравнением                    8⋅ х +13⋅ y =11 следует, что 
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= 5⋅11= 55; 
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 = −3⋅11= −33

являются одним из решений уравнения, а все целочисленные решения имеют вид: 

x = 55 +13t; y = −33 − 8t; t 
[image: image42.wmf]Î
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Полученный результат наводит на мысль о том, что и в общем случае для нахождения целочисленных решений уравнения ах + by = с надо разложить отношение коэффициентов при неизвестных а / b в цепную дробь, отбросить ее последнее звено и проделать выкладки, подобные тем, которые были приведены выше.

Применение метода перебора

Например: В клетке сидят кролики и фазаны, всего у них 18 ног. Узнать, сколько в клетке тех и других?
Решение:   Составляется уравнение с двумя неизвестными переменными, в котором х – число кроликов, у – число фазанов:  4х + 2у = 18, или 2х + у = 9.
Выразим у через х:  у = 9 – 2х.
Далее воспользуемся методом перебора:

	х
	1
	2
	3
	4

	у
	7
	5
	3
	1


Таким образом, задача имеет четыре решения.

Ответ: (1; 7), (2; 5), (3; 3), (4; 1).

Применение метода спуска
Например: Подданные привезли в дар шаху 300 драгоценных камней: в маленьких шкатулках по 15 штук в каждой и в больших – по 40 штук. Сколько было тех и других шкатулок, если известно, что маленьких было меньше, чем больших? 

Решение: Обозначим за х количество маленьких шкатулок, а за у – количество больших. 15х + 40у = 300. Сокращаем на 5:   3х + 8у= 60. Выражаем переменную х:  
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.  Чтобы значение последней дроби было целым числом, необходимо, чтобы 2у было кратным 3, т.е. 2у = 3z. Теперь выразим у и выделим целую часть: 
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. Потребуем, чтобы z было кратно 2: z = 2u.

Выразим  переменные х и у через u:  
[image: image45.wmf]u

u

u

u

u

y

3

2

2

2

2

=

+

=

+

=

;
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Составим и решим систему неравенств:
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Целые решения системы: 1 и 2. Осталось найти х и у при u = 1;2
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 - не удовлетворяет условию задачи
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Ответ: 4 маленькие шкатулки и 6 больших шкатулок.

§2 Способы нахождения целых решений квадратных диофантовых уравнений с двумя неизвестными 
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Разложение на множители левой части
Например: Решить уравнение в целых числах 
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Решение: Разложим левую часть на множители способом группировки 
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Уравнение принимает вид 
[image: image53.wmf](
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Число 8 можно разложить на два целых  множителя четырьмя способами        
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. Тогда решение уравнения сводится к совокупности 4 систем уравнений. 
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Все системы имеют целые решения.

Ответ: 
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Рассмотрение уравнения как квадратного относительно одной из переменных с наложением дополнительных ограничений.

Например: Решить уравнение 
[image: image57.wmf]2
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 в целых числах.
Решение: Перепишем уравнение в виде 
[image: image58.wmf](
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 и разложим левую часть уравнения на множители, как квадратный трехчлен относительно 
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 будет полным квадратом. При этом 
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Уравнение принимает вид 
[image: image66.wmf](
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Число -3 можно разложить на два целых  множителя четырьмя способами        
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. Тогда решение уравнения сводится к совокупности 4 систем уравнений. 
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Решая эти системы, получаем решение исходного уравнения.

Ответ: 
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 Частный прием: сведение к однородному уравнению в случае  d = 0.

Например: Найти натуральные решения уравнения
[image: image73.wmf]2
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Решение: Приведем уравнение к виду однородного 
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Если 
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  Введем новую переменную 
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Вернемся к обозначению 
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Ответ: 
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Решение целых решений  диофантовых уравнений с двумя и более неизвестными различного вида.
Применение арифметики остатка

Нетрудно доказать следующие утверждения:

· Если остаток от деления 
[image: image89.wmf]1
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 на 
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 равен 
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, а остаток от деления 
[image: image92.wmf]2

a

 на 
[image: image93.wmf]b

 равен 
[image: image94.wmf]2

r
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 равен остатку от деления 
[image: image97.wmf]2

1

r

r

+

 на 
[image: image98.wmf]b

.

· Остаток от деления на 3 числа 
[image: image99.wmf]k
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равен 1, если 
[image: image100.wmf]k

 четно, и 2, если 
[image: image101.wmf]k

нечетно.

· Квадрат любого натурального числа или делится на 2 (на 4), когда само число чётное, или при делении на 2 (на 4) даёт в остатке 1.

· Квадрат любого натурального числа или делится на 3, когда на 3 делится само число, или при делении на 3 даёт в остатке 1.

· Квадрат любого натурального числа или делится на 5, когда на 5 делится само число, или при делении на 5 даёт в остатке 1 или 4.

· Квадрат любого натурального числа или делится на 7, когда на 7 делится само число, или при делении на 7 даёт в остатке 1, 2 или 4.

· Разность квадратов двух целых чисел одинаковой чётности делится на 4.

· Число 
[image: image102.wmf]n

4

 при делении на 3 дает в остатке 1.

· Число 
[image: image103.wmf]n
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 при делении на 3 дает в остатке 1, а 
[image: image104.wmf]1
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 дает в остатке 2.

· При делении на 3 куб целого числа и само число дают одинаковые остатки (0, 1, 2).

· При делении на 9 куб целого числа дает в остатке 0, 1, 8.

· При делении на 4 куб целого числа дает в остатке 0, 1, 3.

· Число 
[image: image105.wmf]5
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 оканчивается на ту же цифру, что и число N.

Например: Решите уравнение 
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Решение: Рассмотрим случай 
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Рассмотрим теперь случай 
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. Левая часть этого уравнения делится на 8,  тогда и правая часть будет делиться на 8.

Рассмотрим отдельно случаи четного и нечетного y. Пусть сначала 
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. С помощью формулы бинома Ньютона получаем соотношение 
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. Теперь решаемое уравнение может быть переписано в виде 
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. Но правая часть этого равенства на 8 не делится. Поэтому y не может быть нечетным.

Пусть теперь 
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y

2

=

. Тогда уравнение принимает вид 
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 запишем последнее уравнение в виде 
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. Но правая часть этого равенства не 8 не делится. Поэтому y не может быть четным. 

Таким образом, единственным решением рассматриваемого уравнения будет решение 
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Ответ: 
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§3 Задача математического моделирования в виде диофантовых неравенств.

Знаково-символические действия

Например: Среди обыкновенных дробей с положительными знаменателями, расположенными между числами 
[image: image127.wmf]35
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 и 
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 найдите такую, знаменатель которой минимален.

Решение: Математическая модель задачи сводится к диофантовому неравенству. Пусть дробь 
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 - минимально. 

Последнее неравенство можно переписать в виде 
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попадает натуральное число. Тогда это натуральное число и будет искомым значением n.

Далее надо проводить численные эксперименты, подставляя поочередно значения 
[image: image136.wmf]2

,

1

=

=

m

m

 

 и т.д. в последнее неравенство. Надо следить за тем, содержит ли полученный интервал целое число. Наблюдения позволяют выдвинуть гипотезу, что начиная с 
[image: image137.wmf]3
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 целая часть границ интервала сохраняет постоянное значение для трех последовательных значений m, что позволяет уменьшить число вычислительных проб. При 
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 получим первый интервал, содержащий целое число 7. Второй такой интервал получим при 
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, он содержит второе целое число 10. Искомая дробь имеет вид 
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Ответ: 
[image: image141.wmf]7
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Глава 2.  Практика. 
§1 Решение задач в целых числах.
Пример 1.  Решите в натуральных числах уравнение 
[image: image142.wmf]39
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.
Решение: Для уменьшения перебора вариантов рассмотрим неравенства 
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Проведем перебор по неизвестной у. Если y = 1, то x = 6,2 не является натуральным числом. Если y = 2, то x = 4,6 не является натуральным числом. Если y = 3, то x = 3. Если y = 4, то x = 1,4 не является натуральным числом.
Ответ: (3; 3). 

Пример 2.  Решите уравнение 
[image: image144.wmf]k
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 в натуральных числах.

Решение: При делении на 3 левая часть уравнения дает остаток 1, правая часть то же должна давать тот же остаток при делении на 3, т.е. 1
[image: image145.wmf]Þ
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При делении на 4 правая часть дает остаток 1, левая часть то же должна давать тот же остаток при делении на 4, т.е.1, а это возможно, если число 
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 четное. 
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[image: image152.wmf](
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Поэтому 
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Вычитая из (1) равенства (2) получаем 
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 EMBED Equation.3  [image: image159.wmf]2
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 правая часть – это произведение двух множителей отличающихся на 2 и является степенью числа 3, следовательно эти множители 1 и 3.

Получаем, что 
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Ответ: 
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Пример 3.  Для перевозки большого числа контейнеров по 170 кг и по 190 кг выделены трехтонные машины. Можно ли загрузить такими контейнерами машины полностью?

Решение. Составим математическую модель задачи. Обозначим через х количество контейнеров по 170кг и через y – количество контейнеров по 190кг. Тогда, в соответствии с условием задачи, должно быть:

170х + 190y = 3000, или 17х + 19y = 300, где х и y могут быть только целыми положительными числами.

Найдем одно из возможных целочисленных решений, используя разложение 17/19 в непрерывную дробь.
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Отбросив 1/2, получим 
[image: image175.wmf]9
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[image: image176.wmf]9
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или           17 ⋅ (9 ⋅300) +19 ⋅ (−8⋅300) = 300.
Из сопоставления полученного равенства с уравнением 17х + 19y = 300 предполагаем, что 
[image: image177.wmf]0

x

 = 9 ⋅300 = 2700 , 
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 = – 2400.

Тогда общее решение задается формулами: х = 2700 – 19t; y = – 2400 + 17t, t
[image: image179.wmf]Î

 Z.

По условию задачи х > 0 и y > 0. Эти два неравенства определяют область возможных значений t:
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Единственным целым значением t, удовлетворяющим этому двойному неравенству, является  t = 142.

При  t = 142


[image: image182.wmf]14

142

17

2400

2

142

19

2700

=

×

-

=

=

×

-

=

y

x


Ответ: если в каждую машину устанавливать 2 контейнера по 170 кг и 14 – по 190 кг, то машины будут загружены полностью.

Пример 4.  Цены на яблоки подняли на а %. Для того, чтобы сменить ценник, продавцу оказалось достаточным поменять местами цифры стоимости 1 кг яблок. Сколько стоили яблоки до их подорожания, если эта цена выражалась двухзначным числом. Разработать экономико-математическую модель задачи и выполнить расчеты при а = 20.

Решение. По условию задачи первоначальная цена яблок – двухзначное число:  
[image: image183.wmf]y
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 = 10x + y, где х = 1, 9, y = 1, 9 (y ≠ 0, так как при перестановке цифр число уменьшится).

После повышения цена яблок составила 
[image: image184.wmf]y
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 + (а : 100) 
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или (1 + а : 100) 
[image: image186.wmf]y
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 или (1 + а : 100) (10х + y).

В то же время должно выполняться условие 

(1 + а : 100) (10х + y) = 
[image: image187.wmf]y

x

= 10y + х.

Преобразуем это равенство следующим образом:

10х + y + 0,1ах + 0,01аy = 10y + х;

9х + 0,1ах – 9y + 0,01аy = 0;

(9 + 0,1а) х + (0,01а – 9) y = 0.

Последнее уравнение – экономико-математическая модель данной задачи. При а = 20 оно имеет вид 11х – 8,8y = 0 или х – 0,8y = 0 или 5х – 4y = 0. По условию х и y – целые числа. Общее решение, согласно теории, имеет вид

х = 4t; y = 5t; t 
[image: image188.wmf]Î

 Z.

Только при t = 1 х и y – однозначные числа (цифры). Поэтому х = 4, y = 5; первоначальная цена была 45 д. е., после повышения 54 д. е.
§2 Задачи практического содержания

Задача 1. Мощность цеха сборки составляет 100 изделий А и 300 изделий В в сутки. Отдел технического контроля в сутки может проверить не более 150 изделий. Изделие А вдвое дороже изделия В. Сколько изделий обоих типов следует выпускать в сутки, чтобы общая стоимость продукции была максимальной?

Задача 2. Производительность первого автомобильного завода не превышает 950 машин в сутки. Производительность второго автомобильного завода первоначально составляет 95 % от производительности первого завода. После ввода дополнительной линии второй завод увеличил производительность машин в сутки на 23 % от числа машин, выпускаемых в

сутки на первом заводе, и стал их выпускать более 1000 штук в сутки.

Сколько автомобилей в сутки выпускал каждый завод до реконструкции второго завода? Предполагается, что каждый завод в сутки выпускает целое количество машин. Составить математическую модель определения количества выпускаемых автомобилей заводами до реконструкции.

Задача 3. Некая леди, протянув почтовому служащему один доллар, сказала: 

– Дайте мне двухцентовых марок в десять раз больше одноцентовых, а на остальные – пятицентовых марок. 

Как служащий сумел выполнить это довольно головоломное задание? Составьте математическую модель решения задачи.

Задача 4.  Иногда продавцы, принимая мелочь, взвешивают ее. Однажды продавцу дали 50 руб. монетами по 15 и 20 коп. Их общая масса оказалась равной 800 г. Сколько было монет? (пятнадцатикопеечная весит 2,5 г, а двадцатикопеечная – 3 г).

Задача 5. Доказать, что имеющимися в неограниченном количестве купюрами достоинством в 3 д. е. и 5 д. е. можно разменять любую сумму денег, большую 7 д. е.

Задача 6. На лугу растет трава. На этот луг пустили 30 коров, которые за 4 дня съели всю траву. Когда на лугу снова выросла трава, на него пустили 25 коров, которые съели всю траву за 6 дней. Какое наибольшее количество коров может пастись на лугу все время (пока вообще растет трава)?

Задача 7. Линию, связывающую города А и Б, обслуживают самолеты трех типов. Каждый самолет первого, второго и третьего типа может принять на борт соответственно 240, 110 и 40 пассажиров, а также 27, 12 и 5 контейнеров. Все самолеты линии могут принять на борт одновременно 760 пассажиров и 88 контейнеров. Найдите число действующих на линии самолетов каждого типа, зная, что их общее число не превосходит 8.

Задача 8.  По контракту работнику причитается по 48 франков за каждый отработанный день, а за каждый неотработанный день с него взыскивается 12 франков. Через 30 дней работник узнал, что ему ничего не причитается. Сколько дней работал работник в течение этих 30 дней?

Задача 9.  Предприятие А перечислило предприятию В определенную сумму денег, выраженную семизначным числом, оканчивающимся четырьмя нулями. В процессе банковских операций первые две цифры числа (в совокупности) и последующие две цифры числа (также в совокупности) ошибочно поменяли местами (например, 26 15 000 заменилось на 15 26  000), и на счет второго предприятия поступила иная сумма денег. Ошибка обнаружилась, когда предприятие В уже истратило 350 000 руб., при этом на его счете еще оставалась сумма, вдвое превышающая ту, которую перечислило предприятие А. Какую сумму денег предприятие А перечисляло предприятию В?

Заключение

Вернемся к исходной задаче «К жилому дому нужно проложить новый водопровод длиной 191м. Коммунальное хозяйство располагает трубами одинакового диаметра длиной в 5м и 7м. Сколько нужно тех и других труб, чтобы сделать наименьшее число соединений? Трубы разрезать не рекомендуется».
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 – число труб длиной 5м, а 
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– число труб длиной 7м. Математическая модель выражена уравнением 
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Решим эту задачу методом спуска.

Выражаем переменную х:  
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.  Чтобы значение последней дроби было целым числом, необходимо, чтобы   1-2у было кратным 5, т.е. 1-2у = 5z. Теперь выразим у и выделим целую часть: 
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. Потребуем, чтобы 1-z было кратно 2: 1-z = 2u или z=1-2u
Выразим  переменные х и у через u: 
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Составим и решим систему неравенств:
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Целыми решениями двойного неравенства 
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 являются 1, 2, 3, 4, 5.
Осталось найти 5 пар чисел х и у при  u = 1, 2, 3, 4, 5.

(34,3), (27,8), (20,13), (13,18), (6,23)

Однако ещё не использовано требование, о необходимости сделать наименьшее число соединений. В первом случае потребуется сварить 34+3-1=36 соединений, во втором – 34 соединений, в третьем – 32 соединения, в четвертом – 30 соединений и в последнем – 28 соединений. Таким образом, наименьшее число соединений достигается при 
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Ответ: Для прокладки водопровода экономически целесообразно использовать 23 семиметровых труб и 6 пятиметровых труб.

Вывод.

В ходе работы по данной теме я убедилась в том, что диофантовы уравнения находят практическое применения в задачах, которые адаптированы к  социально-экономическим реалиям жизни. Моя работа о математическом моделирование в экономике дает правильное общее представление о том, что такое математика, в чем заключается математический подход в изучении реального мира и как его нужно применять. Я  приобрела прочные знания при решении уравнений в целых числах, необходимую математическую культуру, развила в себе умение и способность самостоятельно пополнять свое образование.

Я убедилась, что внедрение математического моделирования в экономику, повышает требования к прикладной направленности математики. Использование математического аппарата во взаимосвязи с конкретными экономическими проблемами позволили мне:

· повысить восприятие информационного содержания экономических понятий;

· сформировать навыки умения решений экономических задач;

· развить элементы экономического мышления на основе математического аппарата.
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