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Лекция №1

Общие методы решения уравнений и неравенств

      Приступая к решению различных уравнений или неравенств можно использовать следующие основные пути их решения:
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1. Использование уравнений-следствий
а) 
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Решение:                   Решение:                               Решение:
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      При использовании данного метода достаточно гарантировать истинность только прямых переходов. Поэтому в результате решения возможно появление посторонних корней. Необходимо выполнить проверку подстановкой полученных решений в исходное уравнение.
Проверкой убеждаемся, что в уравнении:

      а) х=1 – посторонний корень. Ответ: х=-1.

      б) х=0 – посторонний корень. Ответ: х=3.

в) х=-10 – посторонний корень. Ответ: х=1.

Вывод

      Уравнения-следствия – наиболее распространенный метод решения различного вида уравнений. Однако его разумно применять лишь в тех случаях, когда для получения корней легко выполняется проверка. При использовании данного метода нахождение ОДЗ не является обязательным.

2. Использование равносильности

      Использование равносильных преобразований для решения уравнений предполагает:

1) учет ОДЗ;

2) гарантию на ОДЗ прямых и обратных переходов. (С сохранением знака «=»)

Причем, если мы используем преобразования, сужающие ОДЗ, то те точки, на которые сужается ОДЗ, следует  рассмотреть отдельно.
 Например: при записи решения однородных тригонометрических уравнений типа 
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Это уравнение можно решить с помощью деления обеих частей на 
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. Но ОДЗ исходного уравнения – все действительные числа. Поскольку делить можно только на число, не равное нулю, то при делении на 
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 происходит сужение ОДЗ. Чтобы не потерять корни заданного уравнения, те точки, для которых 
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, необходимо рассмотреть отдельно (подставив соответствующие значения в заданное уравнение).
Эти рассуждения можно оформить в виде:

1) при 
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 из уравнения получаем, что 
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. Но одновременно синус и косинус не могут быть равны нулю, так как это противоречит основному тригонометрическому тождеству
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заданное уравнение корней не имеет;

2) при 
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      Заметим, что при оформлении записи последнего решения первый этап можно записывать как в начале, так и в конце решения. Более того, его можно проводить устно, а запись решения начать фразой: «так как при 
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уравнение не имеет решения, то разделим обе части заданного уравнения на 
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». 
      Рассмотрим использование равносильности на примерах решения других уравнений:

а) 
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          Решение:                                    Решение:                               Решение:
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Решение неравенств

      Решение неравенств различного вида основано либо на применении метода равносильности, либо на применении метода интервалов. Следствия использовать нельзя. Так как метод следствий предполагает проверку, а проверить все решения неравенства невозможно.

Например:
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Решение:
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решений нет                                                            
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Лекция №2.

Метод интервалов

      Метод интервалов используется для решения неравенств 
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 EMBED Equation.3  [image: image33.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf])
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- непрерывная в каждой точке своей области определения функция.

Алгоритм решения

1. Найти область определения функции

2. Найти нули функции

3. Отметить нули на области определения и определить знаки функции в интервалах, на которые разбивается область определения нулями функции

4. Записать ответ, учитывая знак неравенства

Например:
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Решение:

1. 
[image: image37.wmf]x

x

x

f

5

log

3

)

(

-

=


2     ОДЗ:                    
[image: image38.wmf]0

,

0

log

5

>

¹

x

x

            
[image: image39.wmf]0

,

1

f

х

х

¹


3. 
[image: image40.wmf]3

,

0

)

(

=

=

x

x

f


                              +        -        +

4. 

                          0        1       3                                       х

5.    Ответ: (1;3].
      Метод интервалов является универсальным методом решения различного вида неравенств. Особенно он незаменим при решении иррациональных неравенств.

Например:
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Решение:

1 ОДЗ:      
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2. Нули:       
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4. Ответ: 
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Лекция №3

Уравнения и неравенства с модулем

Пути решения


[image: image47]
1. Снятие модуля по определению
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Например: 
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Решение:


1)               
[image: image52.wmf]2

2

,

2

;

2

,

4

2

;

2

4

2

,

0

4

2

=

=

³

=

³

-

=

-

³

-

х

х

х

х

х

х

х

х

                    2)        
[image: image53.wmf]2

,

2

;

6

3

,

4

2

;

2

)

4

2

(

,

0

4

2

=

<

-

=

-

<

-

=

-

-

<

-

x

x

x

x

x

x

х

         

                                                                       решений нет.
2. Снятие модуля, используя его геометрический смысл значит:

1) 
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Например:
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Решение:
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3. Общая схема, как правило, используется, если модулей в уравнении или неравенстве несколько.

Например:
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Решение:

1. ОДЗ: 
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2. Нули: 
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      Ответ:1,4; 3.

Лекция №4

Применение свойств функций к решению уравнений

Использование монотонности

1. Конечная ОДЗ
      Если ОДЗ состоит из конечного числа значений, то для решения уравнения достаточно проверить все эти значения подстановкой в исходное уравнение.

Например:
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Решение:

1. ОДЗ:                
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2. Проверка:      1)
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3. Ответ: 1.

2. Оценка левой и правой части                                                                 Например:
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      Сумма нескольких неотрицательных функций равна нулю тогда и только тогда, когда
       все    функции одновременно равны нулю.

Например:
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3. Использование монотонности

      Если в уравнении 
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 - возрастает (убывает) на некотором промежутке (а;в), то уравнение может иметь не более одного корня в этом промежутке.

Если в уравнении 
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 функция 
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 - возрастает на промежутке (а;в), а 
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 - убывает на этом же промежутке, то уравнение м может иметь не более одного корня в этом промежутке.
Например: 
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[image: image84.wmf])
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 - возрастает, 
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 - убывает на множестве действительных чисел, значит, уравнение может иметь только один корень. Подбором находим, что х=2. Других корней нет.

Лекция №5

Тригонометрические уравнения и неравенства

1. Простейшие уравнения
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Частные решения:   
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Частные решения    
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2. Схема решения более сложных тригонометрических уравнений

1) Пробуем все тригонометрические функции свести к одному аргументу
2) Если удалось привести к одному аргументу, пробуем все тригонометрические выражения привести к одной функции

3) Если к одному аргументу удалось привести, а к одной функции нет, то пробуем привести уравнение к однородному

4) В остальных случаях переносим все члены уравнения в одну часть и пробуем получить произведение или используем специальные приемы решения
       Например:                                                                               б)
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в)     
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3. Тригонометрические неравенства
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Лекция №6

Отбор корней в тригонометрических уравнениях

      Ранее был рассмотрен вопрос о решении тригонометрических уравнений в общем виде и тем самым мы находили так называемые общие решения, то есть множество всех решений данного уравнения. Вместе с тем иногда требуется найти часть решений, удовлетворяющих определенному условию. В частности необходимо отобрать из общего решения те корни, которые лежат в некотором промежутке. 

Например: Решить уравнение 
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Пусть 
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Обратимся к первой серии корней:
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Обратимся ко второй серии корней:
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Лекция №7

Уравнения и неравенства с параметром

      Традиционно в уравнениях или неравенствах буквами обозначаются неизвестные. Но иногда Уравнения (неравенства) содержат другие буквы, которые называют парамеиром. Фактически в этом случае мы имеем дело не с одним уравнением или неравенством, а с бесконечным их множеством. Все эти уравнения (неравенства) получаются при подстановке вместо параметра конкретных чисел.

      При решении таких уравнений или неравенств поступают следующим образом:

1) их можно решать как обычное уравнение (или неравенство) до тех пор, пока все преобразования или рассуждения, необходимые для решения, можно выполнить однозначно;

2) в тот момент, когда какое то преобразование нельзя выполнить однозначно, решение разбивают на случаи, в каждом из которых ответ записывается однозначно.

Например:   
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Лекция №8

Системы уравнений

      Решением системы двух и более уравнений с n неизвестными называется такой набор значений неизвестных, который при подстановке в каждое уравнение обращает его в верное числовое равенство.

      Решить систему значит найти все её решения или доказать, что решений нет. Если система не имеет решений, то она называется несовместной.
      Любая система уравнений может быть решена одним из способов: или с помощью систем – следствий, или с помощью равносильных преобразований, а также – графически.

      При использовании систем следствий проверка подстановкой в исходную систему является составной частью решения.

      Равносильные преобразования:

1) если изменить порядок уравнений, то получим систему, равносильную данной;

2) если одно из уравнений системы заменить на уравнение, равносильное данному, то получим систему, равносильную данной;

3) если в системе уравнений из одного уравнения выразить переменную и подставить полученное выражение в другое уравнение, то получим систему, равносильную данной;

4) если первое уравнение системы заменить суммой первого уравнения, умноженного на число а и второго уравнения, умноженного на число р, а второе уравнение оставить без изменения, то  получим систему, равносильную данной;
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