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Введение.

                                                                                «Геометрия владеет двумя сокровищами: 

                                                                                 одно из них – это теорема Пифагора, а 

                                                                                 другое – деление отрезка в среднем и 

                                                                                 крайнем отношении… Первое можно 

                                                                                 сравнить с мерой золота; второй же больше

                                                                                 напоминает драгоценный камень».

                                                                                                                               Иоганн Кеплер

    Эти слова привлекли мое внимание. Почему иммено теорему Пифагора считают сокровищем геометрии, ведь наука математика владеет и многими другими замечательными теоремами, аксиомами, леммами, определениями. 
    Мне стало интересно узнать, что об этом думают мои одноклассники.Я провела опрос в виде анкеты, результаты которой отразила в диаграмме (вопросы анкеты и диаграмма прилагаются). Оказалось, что большенству известен Пифагор и его теорема, но только одно её доказательство. Мои одноклассники так же хотят узнать о ней больше, поэтому я решила собрать дополнительную информацию, изучить жизнь Пифагора, определить время появления этой теоремы, исследовать доказательства теоремы Пифагора, и попытаться понять: почему же в геометрии ей отведено особое почётное место и именно её принято выделять среди множества других геометрических утверждений.

Цель: Исследовать теорему Пифагора и узнать почему  в геометрии ей отведено особое почётное место и именно её принято выделять среди множества других геометрических утверждений.

  Передо мной стояли следующие задачи:

1) Рассмотреть легенды о жизни и деятельности Пифагора.

2) Рассмотреть историю открытия теоремы Пифагора, её различные формулировки и доказательства.

3) Показать применение теоремы Пифагора, при решении различных задач. 

Жизнь и деятельность Пифагора.
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     О жизни Пифагора человечеству известно мало, но ему повезло больше, чем другим древним учённым, т.к. о нём сохранилось много легенд и мифов.

Пифагор родился на острове около 580 г. д. н. эр. Отцом его был Мнесарх – резчик по драгоценным камням. Однажды он приехал в неурожайный год на о. Самос по своим торговым делам. Там у него родился сын Пифагор – основоположник современной математики, которого отец часто брал с собой в деловые поездки. Благодаря этим поездкам у мальчика развивалась любознательность и желание познать мир. Имя матери Пифагора не сохранилось. Некоторые называли её Пифаидой, дочерью рода Анкея – основателя Самоса. Другие утверждали, будто бы сам Мнесарх назвал жену Пифаидой, а сына Пифагором в честь дельфийской прорицательности Пифии, от которой он получил известие о том, что жена подарит ему необыкновенного сына. Многие считают, что Пифагор сын не Мнесарха, а самого бога Аполлона, потому во многих источниках античной литературы Пифагора называли «устами Аполлона» и писали, что он находится под покровительством своего отца – бога искусств.

     По многим античным свидетельствам ещё в детстве Пифагор проявил свои незаурядные способности, которые постоянно разрывал, ломая голову над результатами своих наблюдений и над волнующими его воображение задачами. Решить их юному Пифагору помогли его учителя Гермодамант и Ферекид Сиросский. Именно они помогли выбрать Пифагору жизненный путь, утвердиться в жизни.

     Всё своё детство в ясные дни Пифагор видел жёлтые дороги, бегущие по большой земле в большой мир. Они звали его. И в двадцатилетнем возрасте Пифагор покинул        о.  Самос и направился сначала в Милет, а затем по совету другого учёного Фалеса отправился за знаниями в Египет. Он прошёл по дорогам Египта и 12 лет жил в Вавилоне. После возвращения домой, он переселился в Италию, а затем Сицилию. И здесь, в Кротоне, рождается школа Пифагора. Это нечто религиозно-этического братства или тайного монашеского ордена, члены («пифагорейцы») которого обязывались вести, так называем пифагорейский образ жизни после нескольких лет от начало существования пифагорейской школы, слава о ней разнеслась по всему миру. И многие хотели попасть туда, но оказывались лишь только те, кто был близок по духу Пифагору.

     Однажды вступить в Пифагорейское братство захотел злой богатый человек Килон, но, получив отказ Пифагора, он люто возненавидел его и решил поджечь дом, в котором собрались пифагорейцы вместе со своим учителем. Когда дом, запылал ярким огнём ученики Пифагора, бросились в огонь и проложили дорогу своему учителю, чтобы он по их телам прошёл, как по мосту, вышел из объятого пламенем дома. Пифагора спасли, но страшной ценой – ценой жизней его единомышленников. Оставшись один, Пифагор лишил себя жизни т.к. жизнь без продолжателей учения для Пифагора была лишена смысла.

     Вся жизнь Пифагора – легенда, даже не легенда, наследование легенд, дошедшее до нашего времени и рассказавших нам о талантливейшем человеке древнего мира.

Заслуги Пифагора.

За свою долгую жизнь, Пифагор прожил 80 лет, он приобрёл всемирную славу. Ему принадлежат геометрический способ решения квадратных уравнений; способы построения правильных пятиугольника и десятиугольника и некоторые более сложные задачи на построение; первые упоминания о звёздном небе как о космосе; первые упоминания о числе человека, собаки, лошади; связь между музыкой и математикой; но самая главная заслуга Пифагора в том, что он доказал следующие важнейшие теоремы:

1).Сумма внутренних углов треугольника равна двум прямым углам.

2).Любую плоскость можно покрыть равносторонними треугольниками, квадратами и правильными шестиугольниками.

3).Площадь квадрата, построенного на гипотенузе, равна сумме площадей квадратов, построенных на катетах (т. Пифагора.). 

Теорема Пифагора.

«В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы

 равен сумме квадратов катетов»

     Теорема Пифагора – самая важная из всех геометрических теорем. О ней писали в своих произведениях римский архитектор и инженер Ветрувий, греческий писатель-моралист Плутару, греческий учённый III века Диоген, Лаэрцгей, математик V века Прокал, английский писатель О.Хаксли «Юный Архимед», Платон «Меон» и многие другие. Открытие доказательства теоремы принадлежит Пифагору.  Но до нынешнего дня неизвестно каким именно способом он доказал её, не вызывает сомнений лишь то, что она была открыта под сильным влиянием египетской науки, т. к. уже в те далёкие времена строители пирамид использовали треугольник со сторонами 3, 4, 5 для построения прямого угла. Существует легенда, что когда Пифагор доказал свою замечательную теорему он преподнес богам быка, а возможно и сто быков, хотя это противоречит его взглядам. Он запрещал убивать животных, ибо они тоже, как и мы имеют душу. Но существует запись, в которой говорится, что жертвоприношение было сделано из пшеничной муки. Позже теорема Пифагора приобретала и новые названия: «теорема Ослов», т.к. её доказательство было очень сложно, «теоремой невест» и «ветряной мельницей», потому что чертёж, сопровождающий доказательство напоминает кому-то нимфу, а кому-то мельницу.

     Теорема Пифагора волновала умы многих ученных, и каждый предлагал свою форму. Вот несколько:

        1) У Евклида эта теорема гласит:
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     В дословном переводе это означает: «В прямоугольном треугольнике квадрат стороны, натянутой над прямым углом, равен квадратам на сторонах, заключающих прямой угол».

       2) Латинский перевод арабского текста Аннаирици (около 900 г. н. эр.), сделанный Герхардом Кремонским (начало 12 века), гласит:
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     В переводе: «Во всяком прямоугольном треугольнике квадрат, образованный на стороне, натянутой над прямым углом, равен сумме двух квадратов, образованных на двух сторонах, заключающих прямой угол».

      3) В Geometric Culmonensis(около 1400 г.) теорема читается так:
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    В переводе это означает: «Итак, площадь квадрата, измеренного по длинной стороне, столь же велика, как у двух квадратов, которые измерены по двум сторонам его, примыкающим к прямому углу».

      4) В первом русском переводе евклидовых «Начал», сделанном с греческого Ф.И.Петрушевским («Евклидовых начал восемь книг,  содержащие в себе основание геометрии», Санкт-Петербург, 1819),теорема Пифагора изложена так: «В прямоугольных треугольниках квадрат из стороны, противолежащей прямому углу, равен сумме квадратов из сторон, содержащих прямой угол».

      5) Площадь квадрата, построенного на гипотенузе равна сумме площадей квадратов, построенных на катетах.

     6) В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов.

     7) «Если дан нам треугольник

         И притом с прямым углом,

         То квадрат гипотенузы

         Мы всегда легко найдём:      

         Катеты в квадрат возводим, 

         Сумму степеней находим – 

         И таким простым путём 

         К результату мы придём».

Различные доказательства теоремы.

  В разных источниках указано разное количество способов доказательства, но самое большое число, которое я знаю - это около 500 различных доказательств теоремы Пифагора. Я разобрала некоторые из них.

Египетский треугольник со сторонами 3,4,5.

Его, по другому,  называют веревочный треугольник.

 Им пользовались в Древнем Египте

 для построения прямых углов на местности.
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                                                                                   АВС – прямоугольный

                                                                                   АВ²=16, AС² =9, ВС²=25             

                                                                                   АВ²+АС²=ВС², т. е. 16+9=25

Чертеж к теореме Пифагора в арабской рукописи.
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а) ДоказательствоЕвклида в «Началах».

На гипотенузе и катетах прямоугольного треугольника АВС Евклид строит соответствующие квадраты и доказывает, что квадрат, построенный на гипотенузе, равновелик сумме квадратов, построенных на катетах.
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Доказательство:

1) углы DBC и FBA =90º; DBC +ABC=FBA+ABC, значит, Углы FBC=DBA и ∆FBC=∆ABD (по двум сторонам и углу между ними).

2) SBAD =1/2SBJLD , где AL┴DE, так как BD – общее основание, DL - общая высота.

3) SFBC = ½ SFHAB,  так как FB – общее основание, AB – общая высота.

4) SFHAB = SBJLD/
5) Аналогично можно доказать, что SAGKC = SJCEL .

6) Складывая почленно получаем: SDECB = SFHAB + SAGKC , BC² = AB² + AC².

б) Аддитивные доказательства.

Доказательство Энштейна.       Доказательство ан-Найризия.                     
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А это принадлежит лондонскому биржевому маклеру и астроному – любителю Генри Периэлу.
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в) Доказательства методом достроения.

Доказательство Гофмана. (1821г.)    Доказательство Нассирэд-Динома (1594г.)
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г) Алгеброический метод доказательства
1. Доказательство Изучаемого в школе нынешнего времени.
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 Доказательство:

     SABCD = (a + b)²

     SABCD = 4S ∆ +SMNPK =4*1/2*ab +c² =  

      =  2ab+c² 

      (a + b)² = 2ab + c²

       a² + 2ab + b² - 2ab = c² 

       a² + b² = c²                            ч. т. д.

2. Доказательство Гарфилда
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  Доказательство:

  S тр. = S∆ABC + S∆ABM  +  S∆BMD                

  S∆ABC = ½*a*b

  S∆ABM = ½*a*b

S∆BMD = ½*a*b

                                                                  Sтр. = ½*a*b+ ½*c² + ½*a*b = 1/2*(a + b)(a + b)

                                                                  ab+c² +ab=(a + b)(a + b)

                                                                  2ab+c²=a²+2ab+b²

                                                                  2ab-2ab+c²=a² + b²

                                                                 c² = a² + b²

                                                                                                             ч. т. д.

3. Доказательство великого индусского математика Бхаскари (XII в.)
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Доказательство:

а) ∆ABN = ∆BCK = ∆DCL = ∆AMD
б) KL = LM = MN = NK = a-b, если
AN = b и BN = a

в) Если AB = c, то

c² = 4*1/2*a*b + ( b-a)² = 

=2a*b + b²-2a*b + a² = 

=a² + b²

                                                  c² = a² + b²

                                                                                          ч .т .д

4. Доказательство в современных учебниках.
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        Доказательство:

1. Рассмотрим ∆ ABC: cos A=AC/AB

    Рассмотрим ∆ ACD: cos A=AD/AC

                             (
      AC/AB=AD/AC ( AC2 =AB * AD

2. Рассмотрим ∆ АВС: соs B=BC/AB

    Рассмотрим ∆ СDB: cos B=BD/CB

                              (
    BC/AB=BD/CB ( BC2=AB*BD

3. (AC2=AB*AD) + (BC2=AB*BD)=AC2+BC2=AB(AD+BD)=AB*AB=AB2

AC2+BC2=AB2
ч. т. д.

5.Доказательство в Древней Индии приводимое без слов только «Смотри».
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                                                                      Нетрудно доказать:


1.  (a+b)2=a2+b2+4*1/2ab=a2+b2+2ab

                                                                                                       2. (a+b)2=4*1/2ab + c2=2ab + c2

3. a2+b2+2ab=2ab+c2

a2+b2+2ab-2ab=c2
                                                                       a2+b2=c2
ч, т, д.

      6.  Используя утверждение, что катет прямоугольного треугольника есть среднее                                пропорциональное для гипотенузы и отрезка гипотенузы, заключенного между катетом и    высотой, проведенной из вершины прямого угла, я доказала теорему Пифагора: «В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов.»

  Дано:                                                                      Доказательство:

  ∆ ABC – прямоугольный                                     

     С = 90º                                                                                               C
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   CH ┴ AB
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  Доказать:                                                                                                               

AB² = AC² + BC²                                                     A                           H      B

                                                                   AC = √AB*AH

                                                                   BC = √AB*BH

                                                                  AC² = AB*AH

                                                               +

                                                                  BC² = AB*BH
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                                                          AC² + BC² = AB*(AH +BH) 

                                                        Так как  AH +BH = AB, то AB*(AH +BH) = AB².

                                                         Поэтому AC² + BC² = AB²

                                                                                                                     ч. т. д.

Это только несколько доказательств, с которыми я работала.

Практическая часть.

Задача 1.  В треугольнике ABC проведена высота AD.

                 Докажите, что AB2 – AC2 = BD2 – CD2 .

Дано:                                                               Доказательство:       A  
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  ∆ ABC                                       

AD  
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 BC                                                  

                                                                                                        MMmmm
Док-ть:
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AB2 – AC2 = BD2 – CD2 .                                

                                                                    C                                                                        B
                                                                                                           D

                                                              Рассмотрим    ∆ ACD:

                                                               AD2 = AC2 - CD2   (по теореме Пифагора) 

                                                              Рассмотрим     ∆ABD
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                                                                AD2 = AB2 - BD2  (по теореме Пифагора)

                                                                             Из этого следует, что

                                                               AC2 - CD2  = AB2 - BD2, а из этого следует

                                                               AB2 – AC2 = BD2 – CD2 
                                                                                                       ч.т.д.

Задача 2.  Парус имеет вид четырехугольника ABCD, углы A,C и D которого равны 45º.

                  Найдите площадь паруса, если BD = 4м.

  Дано:                                                                               Решение:

 ABCD – четырехугольник                                    A                           DC ∩ AB = K
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        A, B, D = 45º                                                     B                  1) Рассмотрим ∆ ADK:        

 BD = 4м                                                                                               D =  A = 45º,   K = 90º

                                                                                                             Из этого следует, что

  Найти SABCD .                                  D                                  C           ∆ ADK – равнобедренный, 

                                                                                 K                                          прямоугольный

                                                                                                              Из этого следует, что

                                                                                                              AK = DK = a (как боковые 

                                                                                                                                  стороны)                                                              

                                                          2) Рассмотрим ∆ CBK:

                                                                Угол C равен углу B и равен 45º, угол K равен 90º

                                                               Из этого следует, что ∆ CBK – равнобедренный, 

                                                                                                                     прямоугольный

                                                               Из этого следует, что BK = KC = b (как боковые

                                                                                                                                 стороны) 

                                                           3) SABCD = SADK + SBCK    

                                                                    SADK = ½*AK*DK = ½*a²      

                                                                    SBCK  = ½*BK*KC = ½*b²

                                                               SABCD  = ½* a²* ½* b² = ½*(a² + b²)

                                                            4) Из прямоугольного ∆ DKB:                 

                                                                 DB² = a² + b² = 16 (по теореме Пифагора)

                                                            5) SABCD  = 16/2 =8(м)

Ответ:  8м.

Заключение.

     Результат моей исследовательской работы показал, что теорема Пифагора в настоящее время очень популярна, а причина её популярности заключается в том, что в теореме сочетается простота, красота, значимость. Работая над исследованием, я убедилась, что теорема Пифагора проста, но не очевидна и на основе этих противоречивых начал я сделала вывод, что именно это придаёт ей особую притягательность, делает её красивой. Теорема имеет огромное значение: она используется в геометрии практически в каждой задаче, она лежит в основе доказательства множества других геометрических теорем, т.е. они доказываются благодаря знанию теоремы Пифагора.

     После сделанных выводов я могу с уверенностью сказать, что теорема Пифагора – это одно из двух имеющихся в геометрии сокровищ. И за эту ценность мы должны быть благодарны Пифагору – великому человеку, основоположнику современной математики. Именно он воспитал в человечестве веру в могущество разума, убеждённость в познаваемости природы, уверенность в том, что ключом к тайнам мироздания является математика.      

Приложение 1. Геометрические задачи.
1. Гипотенуза треугольника имеет длину 51см., а один из катетов-24. Найдите площадь этого треугольника.

2. Один из катетов прямоугольного треугольника имеет длину 24см., а другой на 8см. больше. Найдите высоту, опущенную на гипотенузу.

3. Каждая сторона ромба имеет длину 10см. а одна из диагоналей 12см. Найдите площадь ромба. Найдите высоту, проведённую к любой стороне

4. Дана трапеция ABCD, причём AB||DC. Найдите площадь этой трапеции, если AD=10см., AE=6см., DC=12см., а CB=17см.

5. Дана трапеция ABCD, причём AB||DC, AC┴BC и BD┴AD. Чему равна площадь этой трапеции, если AB=25см., AD=15см. и  BC=15см.

6. Одна из диагоналей параллелограмма является его высотой. Найдите эту диагональ, если периметр параллелограмма равен 50, а разность смежных сторон равна 1см.

Приложение 2. Практическое применение теоремы Пифагора.
1.Эскалатор метрополитена имеет 17ступенек от пола наземного вестибюля до пола наземной станции. Ширина ступенек 40см., высота 20см. Определите:

а) длину лестницы;

б) угол её наклона;

в) глубину станции по вертикали. 

2.Параллельно прямой дороге на расстоянии 500м. от неё расположена цепь стрелков. Расстояние между крайними стрелками равно120м., дальность полёта пули равна 2,8км.

Какой участок дороги находится под обстрелом этой цепи?

3.Человек прошёл 1км. на север, 2км. на восток, 3км.  на север и 4км. на восток. Насколько далеко он находится от начальной точки своего пути?

4. Длина маятника МА=l=1м., высота подъёма его, при отклонении на угол α, CA=h= =10см. Найдите расстояние BC - точки В от МА. (ВС=x).

5. Для перевода железнодорожного пути шириной b=1,524м. в месте АВ сделано закругление, при этом оказалось, что ВС=а=42,4м.Определите радиус закругления ОА=R.

     Приложение 3. Задачи из древнего мира.

1.На берегу реки рос тополь одинокий.

Вдруг порыв ветра  его ствол надломил. 

Бедный тополь упал. 

И угол прямой с теченьем реки его ствол составлял.

Запомни теперь, что в том месте река,

В четыре лишь фута была широка.

Верхушка склонилась у края реки.

Осталось три фута всего от ствола

Прошу тебя, скоро теперь мне скажи:

У тополя как велика высота?

2.Над озером тихим

С полфута размером

Высился лотоса цвет.

Он рос одиноко,                                                                

И ветер порывом 

Отнёс его в сторону. Нет

Боле цветка над водой.

Нашёл же рыбак его

Ранней весной

В двух футах от места, где рос.

И так предложу я вопрос:

«Как озеро вода здесь глубока?» 

3.Бамбуковый ствол 9 футов переломлен бурей так, что если верхнюю часть его пригнуть к земле, то верхушка коснётся земли на расстоянии 3фута от основания ствола. На какой высоте переломлен ствол?

4.На глубине 12футов растёт лотос с 15футовым стеблем. Определите, на какое расстояние цветок может отклониться от вертикали, проходящей через точку крепления стебля ко дну. 

Приложение 4. Анкета.
1. Вам известен Пифагор и его знаменитая теорема?

а) да

б) нет, он мне не интересен

в) нет, а кто это и какая еще теорема?

 2. Хотели бы вы узнать о теореме Пифагора больше? 

а) да 

б) нет

в) мне безразлично

3. Как часто вы встречаетесь с теоремой Пифагора при решении геометрических задач?

а) часто

б) редко

в) никогда

4. Сколько доказательств теоремы Пифагора вам известно?

а) более одного

б) одно

в) не одного

Результаты анкетирования.
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