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Актуальность проблемы: Данная работа является попыткой показать связь на первый взгляд разных дисциплин: математики и музыки. Хотя математика и музыка на первый взгляд не имеют совершенно ничего общего, они не могут существовать друг без друга. Математика составляет музыку не только поэлементно, но и целостно, то есть вместе они составляют налаженную систему. 

Актуальность данной работы обусловлена, прежде всего, тем, что этому материалу можно найти широкое практическое применение. Углубление изучения исследований по данной теме могут вывести исследователя на собственные исследования, помогут раскрыть творческий потенциал. Все эти факторы заставляют нас обратить особое внимание на эту тематику и проследить взаимовлияние вида искусства и точной науки, образованные при взаимодействии  математики и  музыки факторы и их дальнейшее развитие. 

Так же актуальность данного исследования заключается в том, что исследуемые виды науки и искусства актуальны и по сей день. В наш век люди образованы, они стремятся постичь все тайны мира, хотят узнать больше информации обо всём на свете. Так же их интересует такая великая мировая наука, как математика. Люди хотят знать больше о прекраснейшем на земле виде искусства, о музыке. 

Проблема: ни на уроках математики в школе, ни на уроках музыки не отводится никакого внимания тесному сплетению двух удивительно разных, но в то же время похожих дисциплин музыки и математики.

Цель: показать, как математика подчиняет своим законам окружающую действительность, в частности, показать значение математики в развитии музыки.

Задачи:  

· собрать информацию и изучить ее;

· выявить общие закономерности в музыке и математике.

· Разобрать фрагмент произведения «Лунная соната» Людвига Ван Бетховена и перевести его на арифметический язык.

 Гипотеза: на основе полученных исследований я смогу самостоятельно сочинить несложное произведение. А так же открою для себя много нового в области музыки и математики. 

Методы исследования: 1) наблюдения;

                                           2) сбор информации;

                                           3) практическое применение.
Введение.

«Музыка есть скрытое арифметическое 

упражнение души, не умеющей считать»

Лейбниц

«Музыка - это проявление 

скрытой математики»

Гольдбах

Леонард Эйлер:  «Моей конечной целью в этом труде было то, что я стремился представить музыку как часть математики и вывести в надлежащем порядке из правильных оснований все, что может сделать приятным объединение и смешивание звуков». 

Эту тему я выбрала неслучайно. На уроках в музыкальной школе я заметила некую связь между математикой и музыкой. Меня это очень заинтересовало потому, что этой теме ни на уроках математики в школе, ни на уроках музыки не отводится никакого внимания. Все в мире взаимосвязано, но не все выражено наглядно. 

На первый взгляд музыка и математика почти не связаны друг с другом. Но на самом деле эти два далеких друг от друга направления музыка и математика не могут существовать друг без друга. 

В своей работе я хочу рассказать и наглядно показать связь музыки и математики. 

Представление о музыке в древности.
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В Древней Греции была впервые замечена некая закономерная связь между звуками и математическими величинами. Открытие этих закономерностей связано с именем Пифагора. Согласно его теории, музыка представляла собой некую физическую материю. С помощью анализа соотношений между различными сонорными повышениями были определены основные типы гамм, что позволило упорядочить всю систему музыкальной гармонии на Востоке. 

Большое влияние на теорию Пифагора оказали астрономы и математики Вавилона, Основываясь на их трудах, он создал космическую теорию, которая представила мир как некое пространство гармонии, в которой планеты излучали непрерывные звуки, упорядоченные аналогично нотам в гамме. 

Согласно этой теории, низкие звуки соответствовали Луне, высокие - планете Земля и т.д. Пифагор отмечал также, что количество нот в гамме соответствует количеству планет на небе - и равняется магической цифре 7.

Целые дни юный Пифагор проводил у ног старца Гермодаманта, слушая мелодии кифары, песни Гомера. Страсть к музыке и поэзии великого Гомера Пифагор сохранил на всю жизнь. И, будучи великим мудрецом, окруженным толпой учеников, Пифагор начинал день с пения песен Гомера. Одним из четырёх предметов в школе Пифагора была музыка, и его по праву считают творцом  акустики и основоположником теории музыки. Арифметика – учение о количестве, выражаемое числом; музыка – учение, которое рассматривает числа по отношению в звуке; благодаря счастливому союзу, музыка получила прочный математический фундамент гамм и универсальный язык нот. Согласно преданию, сам Пифагор обнаружил, что приятные слуху созвучия – консонансы, т.е. созвучия, получаются лишь в том случае, когда длины струн относятся как целые числа первой четверки, т.е. как 1:2, 2:3, 3:4. Именно это открытие впервые указывало на существование числовых закономерностей в природе.

Главный вклад Пифагора в развитие музыки заключался в учении о пропорциях звуков. За основу были взяты струнные инструменты, представлявшие собой доску с натянутыми струнами. В результате многочисленных опытов были найдены определенные числовые выражения (интервальные коэффициенты) - октава (2/1), квинта (3/2) и кварта (4/3). Отсчитывая последовательно квинты от исходного звука и перенося их в одну октаву, можно было получить числовое значение любого звука диатонической или хроматической гаммы. 

Дальнейшее развитие музыкальная теория нашла в трудах Никомаха, К. Птолемея (I-II вв. н. э.). Этическую концепцию музыки развивали Платон, Аристотель и др. философы. 

Глава 1. Взаимосвязь между математикой и музыкой с точки зрения ее теоретического построения.

1.1. Арифмология.

В нашем веке современная научная мысль обнаруживает потребность в хорошо выработанном механизме числовых функций и числовых изучений - в том, что называется «арифмологией». Можно предвидеть, что недостаточная развитость математических наук будет камнем преткновения новой натур - философии и потребует в скором времени концентрации сил арифмологических дисциплин именно в этом направлении. Несмотря на то, что термин «арифмология» не получил широкого распространения, числовые подходы приобретали на протяжении XX века всё большее значение в самых разных областях науки и искусства. Не составляет исключения и натур - философия, а точнее ряд областей, в которые входит и музыкальное искусство. Современное музыкознание имеет характерное для него стремление к превращению неосознаваемых оснований художественного мышления в обобщённые категориальные формы, активно «работающие» на процесс познания музыкальных реалий с помощью точных наук. 

Математические уравнения использовались ещё в XVII-XVIII веках богатыми дворянами для написания простейших музыкальных произведений, например, небольших пьес, этюдов, сонатин и песенок. Такого рода произведения, написанные посредством манипуляций с математическими действиями, не были живыми и звучащими и не носили оттенка человеческой души. Но по своему характеру являлись верными. Даже стихи такого великого поэта, как Пушкин, подчинялись определённому алгебраическому уравнению. А полотна многих известных живописцев подчинялись принципу «золотого сечения». 

Таким образом, арифмология и другие математические дисциплины могут использоваться во многих областях искусства, а также являться их основой. Многие виды искусства, начиная от поэтического и заканчивая архитектурным, не просто сосуществуют с точными науками, а дополняют и продолжают друг друга. 

1.2. Числа 1, 2, 3, 4.

В музыке, как и в других направлениях искусства, есть элементы математики. К тому же, если бы не было математики, не было бы музыки и музыкальных инструментов. Ведь музыкальный строй построен на основе четырёх отношений четырёх замечательных чисел друг к другу. Эти числа: 1, 2, 3 и 4. Но история этих отношений очень интересная и древняя.

Ещё в 6 веке до нашей эры в Древней Греции существовала школа Пифагора. И пифагорейцы, ученики великого Пифагора, занимались четырьмя науками: астрономией, геометрией, арифметикой и музыкой. Музыка - это искусство, основанное на гармонии. Гармония - это наука о созвучиях, то есть о соразмерном слиянии музыкальных звуков. Гармония никак не обходится без математики. Первым это доказал Пифагор. Он просчитал, на сколько частей нужно поделить струну, чтобы получить звуки нужной высоты, разделил струну на восемь октав. Октава получается при делении струнного отрезка пополам. Если заставить звучать целую струну, а затем две её трети, то звук будет выше на целую октаву. Октава равна 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, 1/64, 1/128. Таким образом, октава - это отношение равное 2:1.

А если струну поделить на две части, где одна часть равна 2/3 длины струны, а вторая - 1/3,то длина всей струны относится к длине большей её части как 3:2. Отношение 3:2 и есть и второе отношение, и оно будет равным одной квинте. Если отложить на меньшей части струны две её трети, то получится новая квинта. Итак, в семи октавах умещается почти двенадцать квинт. Двенадцать квинт ненамного длиннее семи октав, но разница между ними очень мала. Высчитаем её:

1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 + 1/32 + 1/64 + 1/128 = 127/128 = 0,99218(сумма октав).

2/3(1+1/3+1/9+1/27+1/81+1/248+1/729+1/2187+1/6561+1/19683+1/59049+

1/177147)=531440/531441=0,99999. То есть разница равна 0,00781. Эта маленькая разница создаёт эффект подвывания в произведениях, написанных по старому музыкальному строю.

Ещё одно отношение 4:3 даёт кварту. Чтобы получить кварту нужно заставить звучать три четверти струны. Если представить, что струна - это лестница, то октава - её восемь ступенек. Квинта - пять ступенек, а кварта - четыре. Отношение кварты и квинты равно одному музыкальному тону. Музыкальный тон - это отношение девяти к восьми.

Одна квинта состоит из 3,5 тонов. В октаве шесть тонов. Если число тонов в октаве(6) умножить на количество пифагорейских октав (7) получится 42. То же число получится, если умножить число квинт (12) на количество тонов в одной квинте (3,5). Таким образом,12 квинт точно укладываются в 7 октавах. 12 квинт и 7 октав как раз и составляют музыкальный строй роялей и фортепиано. Но это уже современный музыкальный строй. Поэтому в ноктюрнах Шопена не слышится подвывания.

А если отложить от нижнего звука до двенадцать квинт, то через каждые три с половиной тона мы будем попадать на не использованную ранее ноту. Получится следующий набор нот: до, соль, ре, ля, ми, си, фа-диез, до-диез, соль-диез, ре-диез, ля- диез, ми-диез (фактически фа) и наконец до. Если же вместить эти ноты в любую октаву, то получится хроматическая гамма, которую ещё называют ноктюрном Пифагора. При прослушивании пифагорова ноктюрна создаётся впечатление некоторого подвывания. Этот эффект обусловлен, тем, что хроматическая гамма была написана по старому музыкальному строю, где разница между 12 квинтами и 7 октавами ещё существовала.

1.3. Обозначение и соотношение длительностей пауз и нот.

Каждая следующая нота получается в результате деления предыдущей надвое, при этом название ноты отражает отношение ее к целой:
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	Целая нота - наибольшая стандартная длительность. Соответстующая ей целая пауза - самая большая стандартная пауза (по длительности равна целой ноте).
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	Половинная нота - составляет половину от целой. Половинная пауза - половина от целой паузы.
	[image: image6.png]




	[image: image7.png]



	Четвертная нота - составляет половину от половинной и четверть от целой. Четвертная пауза - половина от половинной и четверть от целой паузы.
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	Восьмая нота - составляет половину от четвертной, четверть от половинной и восьмую часть от целой. Восьмая пауза - половина от четвертной, четверть от половинной и восьмая часть от целой.
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	Шестнадцатая нота - составляет половину от восьмой, четверть от четвертной, восьмую часть от половинной и шестнадцатую от целой. Шестнадцатая пауза - половина от восьмой, четверть от четвертной, восьмая от половинной и шестнадцатая часть от целой.
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	Тридцать вторая нота - составляет половину от шестнадцатой, четверть от восьмой, восьмую часть от четвертной, шестнадцатую от половинной и тридцатьвторую от первой. Тридцать вторая пауза - половина от шестнадцатой, четверть от восьмой, восьмая от четвертной, шестнадцатая от половинной и тридцатьвторая от целой.
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Существуют так же и шестьдесят четвертые, сто двадцать восьмые и т.д.

Шестнадцатая, восьмая, четвертная, половинная, целая нота… Названия длительности служат одновременно и названиями чисел. 
Длительность 
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соответствует 1/16
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соответствует 1/8 

Нетрудно понять, почему длительности музыкальных нот заимствовали свои названия у дробей 

[image: image17.png]



Мы видим, что длительности получаются так же как дроби: они возникают при делении целой на равные доли. Поэтому длительность можно подсчитывать как дробные числа, например:
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Равенство здесь понимать в том смысле, что длительность слева равна суммарной длительности справа. С помощью чисел то же равенство можно записать в виде 1/4 = 1/8 + 2/16

Запишем с помощью чисел равенства:


[image: image19.png]o=dJdd V=14t 14410





[image: image20.png]J=DDJ) 1n=1s+1s+14




[image: image21.png]



1.4. Ритм.

Окружающий нас мир полон ритмов. Оглянитесь вокруг: ритмично звучат шаги, ритмично наше дыхание, ритмичен стук колес поездов.

Но стоит нам услышать слово ритм, как наши мысли невольно обращаются к музыке и это вполне понятно: ведь ритм – один из важнейших элементов музыки.

Ритмы можно обнаружить и среди чисел. 

Первые 100 натуральных чисел расположены в виде изящной правильной фигуры – так называемого Пифагорова квадрата.
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Займемся поисками ритмов, скрытых в таблице. 

У чисел, стоящих в одной строке совпадают первые цифры, у чисел, стоящих в одном столбце, совпадают вторые цифры.

Начнем с 0 и, увеличивая каждый раз на 1, будем акцентировать все числа, кратные 3. Вот что у нас получается 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 и т.д.
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Мы пришли к красивому, правильному, равномерному ритму, звучащему как музыкальный размер 3/4 . 

Если ещё раз вглядимся в таблицы, то заметим в них правильный равномерный ритм.
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Для сравнения рассмотрим таблицу, лишенную всякого ритма. 
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В этой таблице представлены простые числа.

Итак, мы видим, что ритмы есть не только в музыке, но и в математике.

1.5. Противоположности.

Существуют ли математические противоположности? 

Отрицательное число – положительное число

Число х - обратное число 1/х

Плюс - минус

Сложение – вычитание

Умножение – деление

Четное число – нечетное число

Половина – вдвое больше

Делитель – кратное 

Больше – меньше

Простое число – составное число 

Параллельно – перпендикулярно

Прямая - кривая

В музыке тоже существуют противоположности. Например, медленно – быстро. Эта пара играет весьма важную роль в музыке.

Значит, характер песни во многом определяется ее темпом. И, искажая темпы, можно исказить и всё произведение.

Еще одна противоположность в музыке – высокое и низкое. Такие качества относятся, прежде всего, к области не слуховых, а зрительных ощущений: высокое здание, низкий потолок и т.д.

Противоположностей в музыке – великое множество: громкий – тихий, быстрый – медленный, длинный – короткий; вокальная музыка – инструментальная музыка; многоголосье – одноголосье.

1.6. Параллели.

 Параллели во множестве встречаются в природе. Траектории каплей дождя параллельны, гребни морских волн и т.д. В твореньях, созданных человеком – тоже много параллелей. 

В музыке параллели встречаются в нотах. Прежде всего, это 5 прямых, образующих нотный стан. Поразмыслим, почему ноты приходится располагать на параллельных прямых? Так ли необходима здесь параллельность? Ведь в древности музыканты записывали музыку по-разному: и при помощи букв, и графическими знаками – невмами, передававшими общее направление интонации, но не позволявшими выразить длительность звучания или его изменение по высоте вверх или вниз. Музыканта интересует не просто то, что одна нота выше или ниже другой: ему требуется знать, насколько одна выше или ниже другой. Измерить высоту нам как раз помогают параллельные линейки. 

Параллельные линии можно увидеть не только в нотах, но и во внешней форме некоторых музыкальных инструментов: струны арф или органные трубы.

Параллель в математике является одним из основных понятий. Свойства геометрических фигур основываются на параллельности.

1.7. Воздействие цифр 2 и 3 на психику человека.

Цифра 2. Эта цифра лежит, прежде всего, в основе всей маршеобразной музыки. Любой марш вызывает в каждом человеке конкретные ощущения, связанные с линейной цикличностью. Эти ощущения обостряют в человеке контрастные восприятия. В спокойном состоянии, человек вовсе не предрасположен к контрастным ощущениям. Человек находится в определенном эмоциональном равновесии, и не склонен впадать в крайности. Это состояние делает его устойчивым к внешним раздражениям и свободным от желания подчиняться или руководствоваться внешними влияниями. Человек максимально независим от внешних раздражающих факторов. (Кстати, состояние независимости укрепляет цифра 4.) Маршеобразные же ритмы начинают «раскачивать» это равновесие, и, в определенный момент, меняют всю картину на противоположную. В результате разрушения внутреннего равновесия, в человеке возникает психологическая потребность сосредоточится на какой-либо цели, чтобы сохранить внешнее равновесие духовных и физических сил. Такая цель вызывает необычный подъем воодушевления и концентрации всех сил, и человек становится способным совершать необычайную работу, на которую, в нормальном состоянии, практически не способен. Это свойство маршеобразных ритмов всегда использовалось в процессе массовых мероприятий (на парадах в армии, на массовых работах и т. п.). Таким образам, цифра 2 обладает свойством «раскачивать» линейные свойства психики (контраст между «белым и черным», «хорошим и плохим», «веселым и грустным», «страхом и смелостью» и т. д.).

Цифра 3 связана, прежде всего, с круговой цикличностью. Эта цифра лежит в основе всех вальсообразных ритмов. А эти ритмы вызывают в человеке ощущение вращения. Если цифра 2 связана с линейным движением (от «+» к «–»), то цифра 3 связана с маятникообразным колебательным движением, где движение от одной крайности к другой всегда проходит через третью точку – точку равновесия, к которой оно тяготеет. Поэтому, действие цифры 3 на организм человека скорее успокаивающее. Замечено, что когда человек слышит музыку с основой цифры 2 (марш), то его мышцы невольно начинают линейно сокращаться. Когда же звучит музыка с основой цифры 3 (вальс), мышцы сокращаются колебательно. Сочетание же этих цифр в музыкальных ритмах вызывает в человеке чувство сосредоточенности. 

Глава 2. Практика. 

2.1. Фрагмент «Лунной сонаты».

Для примера переведем фрагмент «Лунной сонаты» на язык цифр. 

Я взяла первые три такта:
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Каждая нота, соединенная ребром, равна 
[image: image24.wmf]8
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, следовательно, вся триоль равна 
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Сложим триоли в одном такте и заключим их в скобки: 
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Затем сложим три такта и решим пример:
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В итоге получаем: в трёх тактах 36 нот размером 
[image: image28.wmf]8

1

.

А затем аналогично переведем 4 такта третьей строки:
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2.2. Произведение собственного сочинения. (См. Приложение)

На основе своих знаний я сочинила небольшое произведение и перевела его на язык цифр. 

Разберем первый такт. Каждая нота, соединенная ребром равна 
[image: image32.wmf]8
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, следовательно, одна триоль равна 
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3

. Таких триолей две. В такте также есть свободная нота и пауза, каждая из которых размером 
[image: image34.wmf]8
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. Сложим полученные данные и заключим их в скобки. Получаем: 
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. Аналогично разбираются другие такты. 

2 – 6 такты одинаковы: 
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Седьмой такт отличается: 
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Из всех данных получаем выражение:
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Вывод.

За многие тысячи лет музыка совершенствуясь, вбирала в себя гармонические законы, не только согласованные с математическими, но даже сформулированные и доказанные с помощью математики.

Работа над данными исследованиями очень интересна, она благотворно влияет на развитие: умственное и духовное. Так, работая по данной теме, я затронула многие дисциплины. Следовательно, поближе познакомилась с ними и узнала много нового.

Мы не знаем, смогла бы музыка полноценно развиться без математики, достигла бы она таких высот и в какие сроки?

Таким образом, о взаимосвязях математики и музыки можно говорить бесконечно долго, открывая все новые и новые, неожиданные и часто странные, одинаковые определения, понятия и смыслы. Безусловно, в данной работе была освещена лишь небольшая (быть может, даже незначительная) часть того неизведанного огромного мира связи музыки и математики, который, к сожалению, в школьной программе совершенно не обозначен.

Из всего этого мы можем сделать вывод: математика и музыка неразделимы, как единое целое, вместе они являются мощнейшим союзом науки и искусства на земле. 
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